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Аннотация. В работе решается вариант проблемы Варинга с натуральными числами х, 
такими, что а < {г)хп } < Ь, где а и b произвольные числа из отрезка [0,1], г) квадратичная 
иррациональность.
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1. Введение. Настоящая работа является продолжением исследований авторов ад­
дитивных задач с числами из специальных множеств. Дня числа решений /3д(ЛГ) з а д а ­
чи  Гольдбаха  о представимости нечетного натурального N  в виде суммы трех простых 
чисел:
Pi + Р2 + Рз = N
в 1937 г. И.М. Виноградов получил асимптотическую формулу |1|, а именно доказан,
N ‘2 _ f  ^ \ _ f ^
h -'{N) ~ 2(log N f  П  ( j  + ( ^ T p J  П  -  Р2 _  Зр + з
В 1938 г. Хуа Ло-Кен доказан |4|, что достаточно большое натуральное N, N = 5
(mod 24), представимо суммой квадратов пяти простых чисел ( з а д а ч а  Хуа Л о-Ken,а):
р\ + р\ + Рз + Р\ + Р\ = N ■
Дня числа представлений 1$^ (N) Хуа показан |7|, что
N 3/'2
h ^ N )
(log N )r-
В 1770 г. Ж . Л агранж  доказал, что каждое натуральное число есть сумма не более 
четырех квадратов натуральных чисел ( з а д а ч а  Лаграиэ/са):
/? + /2 + /32 + 11 = N .
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Дня числа решений задачи Л агранжа известно, что |4|
Пусть 1] — квадратичная иррациональность, а и Ъ — произвольные действительные 
числа, 0 < а < Ъ < 1. Ранее нами получены следующие результаты.
Теорема 1 |5|, Д л я  чи сл а  р еш ен и й  J 3j ( N )  з а д а ч и  Г ольдбах а  с  простыми p i; a < 
{VPi} < Ь, i = 1, 2, 3, и р и  л ю бом  ф и к си р о в а н н ом  пол ож ит ельном  С  с п р а в е д л и в о  р а в е и -
Теорема 2 |6|, Пусть </5,2(-/V) — чи сл о  р еш ен и й  з а д а ч и  Хуа Л о -К еи а  с  простыми  
числам и a < {i]p2} < b, i = 1,2, 3 ,4 , 5. Д л я  до ст ат очно б о л ь ш о г о  N = 5 (mod 24) 
с п р а в е д л и в а  ф орм ула
Теорема 3 |7|, Ч и сл о  р еш ен и й  </4,2 (-/V) з а д а ч и  Л а гранж а  в  ц елы х  чи слах  li; a < 
W i}  < b, i = 1, 2, 3, 4 д л я  л ю б о г о  п ол ож и т ел ьн о г о  м ал о го  е  вы раж а ет ся  ф орм ул ой
Полученные нами в теоремах 1 и 2 формулы отличаются от асимптотических фор­
му:: классических задач Гольдбаха и Хуа Ло-Kena в простых числах без ограничений. У 
пас в главных членах появляются ряды <73(iV, a, b), <75(N, a , b) специального вида. Изуче­
ние поведения этих рядов представляет собой отдельную проблему, которая исследуется 
авторами в |8|,
В данной работе рассмотрена пробл ем а  Барии,га;.
ОО
Ь А Ю  = Y ,  S l qe~2wiNa/q + 0 ( N 17/18+£)




Js,i{N) = /3,1 (iV)cr3(iV, a, b) + 0 ( N 2log~ c N)
г д е
a 3(N ,a , b )=  е 2тт{11М~1Яа+ь))
sin3 7гт(Ь — а)
7г3 т 3
Ъ А Ю  = I5,2(N)a5(N ,a ,b )  + 0(jV3/2-°'00002
г д е
<т5(Ы ,а ,Ь )=  e 2mm{vN~2'5{a+b))
sin5 7Гm (b  — a)
n 5m 5
J ^ ( N )  = ( b -  a )4h :2(N ) + 0 (iV°'9+").
N (1)
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с натуральными числами х\, х-2, ■ ■ ■, Xk специального вида. Число решений J (N )  рас­
сматриваемой задачи связано с числом решений I (N )  классической задачи, причем в 
главном члене появляется ряд a ( N ,a , b ) того же типа, что и в теоремах 1, 2.
Т ео р ем а 4. Пусть к > с/г2 log /г, п  > 3. Тогда, д л я  ч и сл а  р еш ен и й  J (N )  пр обл ем ы  
В а р и и га  в  натуральны х чи слах  Xi,X2, таких, что a < {щ™} < b ( j  = 1, 2 , . . . ,  к),
с п р а в е д л и в а  а сим ит отическая  ф орм ула .
J ( N ) = I (N )a (N , a, b) + 0 (N »  - l~ ^ )  ,
г д е  I (N ) — чи сл о  р еш ен и й  у р а в н е н и я  (1) в  п р о и з в ол ь н ы х  натуральны х чи слах
3?1 j э * * * ? •Х'к?
0‘.2m m (i]N -k(a+ b)/2) s i l l A 7Г)П.(Ь — d )
a {N, a , b ) =  e‘
|m|<oo
7Tkm k
Дня I (N )  известно 1121, что при к > cr i2 log n,
UN) ~ (Г(1 + l/ n ) )k t/^  
[ } T(k/n)
2. В сп о м о гател ьн ы е  у т в е р ж д е н и я . 
Л е м м а  1. Пусть
ci 9
a  = — I----- , (a, q) = 1, 0 < a < q < т , \9\ < 1.
q q r
Пусть i] — а л г е б р а и ч е с к о е  ч и сл о  ст еп ени  s > 2, m  — нат урал ьн о е  ч и сл о , m  < 2М . Т о гда  
с ущ ест вую т  ц ел ы е  в за и м н о  про ст ы е ч и сл а  А и  Q такие, что
А







< Q < 2\frq  ,
г д е  c0 = Co(i]) > 0.






{М-, Q i )  — 1) 1 < Q i <  • (2)




1 / 4< — , {a,q) = 1, 1 < q < т .
q r (3)
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Тогда из теоремы Дирихле следует, что существуют целые взаимно простые числа А и 
Q такие, что










< Q < 2y/rq .
где со = Со(?/) > 0.













Из (3) и (5) следует, что
Поскольку Q -2 < yfF,
а  + ipn  —
1









q r  \ frQ 2 \ frQ 2 
2 mA3a  + i]m — —
43
As C1Q2 + qA2
<
\JtQ -2
(^ 3 , Q 3 ) — 1 •
(4)
(5)
Q 3 qQ 2









а  — i]m
Q3
а  — i]m <
< 1 2т
‘ly/ rqQ  VtQ2
Поскольку ( ) л < ( ) 2 < q\fr,  из (6) имеем
(6)
1 1< 2т  1< 2т
QQs 2 л/ rqQ  ^/tQ2 2QQ 3 л/ tQ s
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поэтому
Рассмотрим теперь случай, когда в неравенстве (4) ( )  совпадает с Q3. Пусть 5|(aQ2 + 
qA-i^qQ-i), тогда S\(aqQ2 + q2A2, q2Q-2), следовательно, S\(q2A2, q 2Q 2) = q2-, откуда 5 < q2. 
Тогда имеем:













где со =  Co(?/) >  0 . Тогда имеем
Qi > ( c o v ^ ) ^ ,  Q-3 >




Мы доказали, что существуют целые взаимно простые числа А и Q такие, что











P -  I < Q < '2 y ^ q .2 M  q Am
Л е м м а  2 ( |13|, c. 22). Пусть r  — нат урал ьн о е  ч и сл о , a  u  /3— в ещ е ст в ен н ы е  ч и сл а , 
0 < A < 1/4, A < /3 — Q'<1 — А. Т огда  сущ ест ву ет  п е р и о д и ч е с к а я  с  п е р и о д о м  1 ф ун к ц и я  
ф (х ), у д о в л ет в о р я ю щ а я  у сл о в и ям :
1 . ф(х) = 1 в  п р ом еж ут к е  а- + А/2 < х < /3 — А/2,
2 . 0 < ф(х) < 1 в  пром еж ут ках  a  — А/2 < х < a  + А/2 и  /3 — А/2 < х < /3 + А/2,
3. ф(х) = 0 в  п р ом еж ут к е  /3 + А /2  < х < 1 + Q' — А /2,
4. ф(х) р а зл а га ет ся  в  р я д  Ф у р ь е  в и д а
ф(х) = / 3 - a  + Y l  с ( т ) е 2”
0<|т|<оо
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г д е
|с(?в)| < min ( /5 — 0!,
1 1
7г|?в| ’ 7г|?в| \7Г |?В |А
Л е м м а  3 ( |12|, с. 85). Пусть A i , . . . , A„  — ц ел ы е  ч и сл а , Ja-,„(Ai, . . . ,  А„) — чи сл о  
р еш ен и й  системы у р а в н е н и й
A i,
^п :X i +  • • ■ ~г J-'fc -А к-\-1 ’ ’ ’ -а 2к
1 <  11, • • . ,Х2 к < Р- 
С п ра в едл и вы  с л е д у ю щ и е  с о от н ош ен и я :
1 - <^А-,»г(А 1, • • • , А„) </fc,»i(0 , . . . , 0),
2. Ел ,  » , Jm (A i .........К) = Р №;
3. |Ai| < кР , . . . ,  |А„| < к Р п .
Л е м м а  4 ( |13|, с. 76). Пусть f ( x )  = a nxn + . . .  + a\x,. oij — в ещ е ст в ен н ы е  числа. 
Пусть п  — п о ст о ян н о е , п  > 12, г — ц е л о е , г > 2г\,
г\ = [?? 2 (2 log п  + log log п  + 2,
Т огда
л  /'0  J o Е 'х < Р
2 w i f { x )
n ( n + l )
d a n . . .  d a  i <C P  r 2
Л е м м а  5 ( |12|, e, 198). Пусть f ( x )  = otn+ix n+1 + .. . + a\X, a j  — в ещ е ст в ен н ы е  числа.





27ri(an+i#n+1+...+«! ж) < c i ( n )P A
P n + l  \  16)7.2 log j
A = min ( P , ------- , q
c.\ (/?.) — пол ож и т ел ьна я  константа.
Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  4. 1. Функцию
1, если a < х < Ь,
4>о(х) = О, если 0 < ж < а или 6 < ж < 1
8 0(а )  = ^ М ч х пУ 2тах'\
X < Р
где Р  =  N l/n . Тогда число решений уравнения (1) в натуральных числах Xj, удовлетво­
ряющих условию а < {i]x'J} < b , j  = 1 , 2 , . . . ,  к. равно
J ( N ) =  [  S k0 {a)e~2maNd a .
Jo
В лемме 2 о «стаканчиках» И.М. Виноградова выберем г = [logiV], А = log-1 N. 
При выборе о = а + А/2 и /3 = 6 — А/2 функцию ф из .леммы о «стаканчиках» И.М. Ви­
ноградова обозначим как ф\, а  и /3 — как ал и / 3 соответственно. Положив а  = а — А/2 
и /3 = 6 + А/2, соответствующую функцию ф обозначим ф2, а  и /3 — как а 2 и /32, 
соответственно.
О пределим
Ju (N) = £  ( ^ 2  ФЛч*п) е 2™ хП^  e~2maNd a  , / / = 1 , 2 .  (7)
Из свойств фг(х)  и ф2(х) следует:
J i ( N)  < J ( N)  < J 2(N) .
Д ля J i ( N)  и J 2(N)  выведем приближенные формулы, главные члены в которых одина­
ковы.
В представлении функции фи('1]хп) рядом Фурье
Ф Л т п) = У  сЛ ™ )е2жгтщП
\т\<оо
оценим сумму при \т\ > г А -1 . Из .леммы о «стаканчиках» И.М. Виноградова имеем
V  ^ (m je 2™ ’'1" «  V  I - Л  < ^ ^ - T < N ~ l° ^ .
^  л ^  л 7Г 171. \7Г ? п  Д  / 7Г'г+ 1
|m|>rA_1 |т|>гД- 1
Раз.ложение в ряд Фурье функции фи('1]хп )
Ф Л т :п) =  У  c v ( rn ) e2'Kimvxn + 0 (N~logw)
|т|<гД- 1
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продолжим периодически па всю числовую ось с периодом 1. Пусть
подставим в (7):
[  (  У  c „ H V
к
М Ю =  ф ) У ^ “ e-2maNda + 0 ( N k- l - Xo^ )
12 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Е .Д  Сепия: Математика. Физика. 2014. №12(183). Вып. 35
= £  с и(т 1 ) . . .  £  c M k )  f  e 2m{a+m^ )x’i  x
|mi|<rA- 1  |mfc|<rA_1  ^ x\<P
X  . - E  е 2жг{а+тк7])х  ^е ~ 2 ж г а М l - l o g 7 i ^   ^
xk<P
2. При ?7? i = /77,2 = • • • = m.k = m  рассмотрим
h{ N ) = V  J ]  . . .  J ]  x
|m|<rA_1 x i< P  x k< P
x  f  e 2wi{a+mii){x'J+xq+...+xf; - N )  ^
JO
Учтем, что подынтегральная функция периодична но х с периодом 1, получим
h ( N )  = I ( N ) J ]  c kv (;m)e2mmiiN .
|m|<rA_1
Промежуток суммирования но т  разобьем па два промежутка: |?в| < М  и М  < \т\ < 
гД -1 , На втором промежутке сумму оцепим тривиально, используя известные оценки 
дня коэффициентов Фурье:
c k{m)e2lTimvN = Oi.M .
M<|m|<rA_1
Поскольку при /77, ф  0
р—27Hmfiv   f=>—2'Kimot1/ / р т:%т А /г   p —irimA/r, о о /о о/7,) = г-
27Г777 \  27Гг?77А/г
или после преобразования
, ч = c-^ m (« ,rn )sill7rm( ^ - Q") ( sin7rm A/rVr
7Г777, \  ТПП.А/г /
ТО ДН Я 0  <  1777,| <  М
c j(m ) = e- ^ - H , ) ^ ^ b - « )  + 0(-W A) Л + 0 (М Д )Ь - .
7Г 777 V




b j y  yi I LJl
|m|<rA_1
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_  ^  c 2TTim(VN -k (a + b )/ 2 )S n^  'К т Ф  ^ а ) | | ( ) { \ j  А ' 1 j .
I I|т|<оо
При выборе М  = А _1/А' получим
7i(iV) = I ( N ) ( a ( N , а, 6) + О ( Д ^ ) ) .
3. Если среди m i,m .2, • • •, т *  есть два ие равных друг другу числа, то допустим, что
/77-1 < /77-2 ■ Рассмотрим
I ( N,  ??7.1 , /77-21 • • •, ?вд.) = / |5(а' + /77,1 /7) I • • • 1*5(а' + mki])\da ,
Jo
J in  iaxnS ( o )  =  £ ,= < L e
x<P
Сделаем замену i  = a  + /77-1/7. Поскольку подынтегральная функция является пе­
риодичной но t  с периодом 1, интеграл можно рассматривать на промежутке Е = 
[-1 / т ; 1 -  1/т), где г  = 2nP n_1.
По теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числами 
t  представимо в виде
t = -  + — , (d , q)  = 1 , 1 < q < r ,  |0|<1. (8)
9 Qr
Промежуток интегрирования но t  разобьем на два ненересекающихся множества: 
Ei — «большие» дуги и Е2 — «малые» дуги. На «больших» дугах Ег в разложении (8) 
выберем q < Р 1/4, Тогда Е2 = E\Ei. Тогда
I (N,  /77-1, 777-2) • • • ) Ши) = / F( t ) d t  + / F ( t ) d t ,
J  Е\ J  E2
F(t) = \S(t)\\S(t + (777-2 -  mi)i]) \ . . .  IS(t + (mk -  mi)i])\ .
4. Пусть Ju,n (Ai, • • •, A„) — число решений системы уравнений
Х\ +  ' ' ' +  Xk — x k+ 1 — • • • — X 2k =  A i,
гуЛ I I __ 'Г'П __ __ \Х1 “Г * * * “Г 1 * * * —
1 <  #1, . . . , X2k <  P .
При 5/72 lo g /7 < k \ < k / 2  но лемме 3 получим 
г i
\S(t)\2kld t =   An_i ,0)  <  J fcb„ ( 0 , . . . , 0 )  J ]  1 <
/0
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Л| п(п+1) , , -1 п(п— 1) , -I С\ 1
<  Р 2к 1---- —  (2к1)п~1Р = (2к\)п~ Р  п .
Здесь для оценки Л-Ь,г(0,... , 0) применили лемму 4.
Пользуясь иолучеииым неравенством, оценим интеграл но множеству Е\, как
j F( t )dt <  P2kl~n max | S ( t  + m q )  \k 2k . 
Дня интеграла no множеству E2 получим оценку
[  F ( t ) d t  <  P2kl~n max |g(t)|fc-2fcl .
5. Оценим
!En
max \S(t + 777.77) I 
teSi
сверху. Дня этого изучим рациональные приближения числа t  + 777.77.
По теореме Дирихпе
П = ^  + ~^тГ1 1 ("4 ’ <5) = 1 ’ i < Q < n .  (9)
Значение т\ выберем позже.
Поскольку ?7 — квадратичная иррациональность, согласно теореме Лиувилля имеем
Ф )
Q2 “
Из (9), (10) получаем
А
11 ~ Q
Ф )  < 1
с(?7 ) > 0 . (10)
Q2 Q n
следовательно, Q х  т\. Тогда
"  =  ^  +  | 9 2 l s l -
Дня t, принадлежащих «большим» дугам  Е\, рассмотрим 7  = t  + 777.77. Тогда
d Am 9 92m  dQ + Amq 9 92т
1 q Q q r  Q 2 qQ q r  Q2
A i 9 92m
Q 1 q r  Q 2
П о ск о л ьку
(Ai , Q i ) — 1.
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то
Q1 <  qQ-
При выборе т\ = у/т выполняется
0 1 (  q
qT Q2 \Q  i
в в2т
qr Q '2 = ^2 > 1<9з| < (1 + \ m \ ) q 2
Обозначим (clQ + Amq , Q)  как 5, тогда 8\mq и
(clQ + A m q , gQ) < q(clQ + A m q , Q) = q5 < \m\q2 . 
Тогда из (11), (13) имеем




6. Повторим рассуждения доказательства теоремы 2 (глава XI, |12|) в нашей ситуа­
ции. Рассмотрим
S ( a ) = ^  е 2жгахп+1 
х < Р
Пусть Y  = [Р 1 »2]. Тогда
1
5 ' ( « )  =
е 2жга(х+уУ^ + = W  + Q ( y )  .
Y
y< Y  x< P
Воспользуемся неравенством Коши, леммой 3:
1
i w f  * < F  Е IЕ
^2wia(xn+1 + gi{y)xn +...) |2fc
y< Y  x <P
Y
£  J ^n+l( A b  • • • , Ara+1)| J ]  e2 ^ ( A n+i+ Si(y)A„+...)| <
Ai,...,A?I+i y< Y
<  Y  Y ,  • • • > A« ) l  5 ]  e 2wia{9l{y)^ +- +9^ )Xl)\ <
y<Y
Y , / J ]  | J ] e2 ^ (Sl(y)An+...+Sn(y)A1| 2<
Ai,...,A„ У АЬ...,А„ 2/<У
1
< ^ у л . , га(о, . . . ,0 ) p 2k \ Y e2ma{n+1)Xn{y~y i )^
y< Y  y i< Y  Xn Л1 ,...,Л„ _ 1
<
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1 . ^ Л »(»+!)
< у у р 4" " " г ' Ш S 1ши ( 2 № " '  Ч Ф + т - » , * ) т ' ' - ' р ' ' 7 " 2
« 7 р2Ь" , 1 / Е Е ™ ( р '‘ -
У  ч Ы ' т < г  V ’ l|Q' (n  +  1)(У “  yi)l1
Зафиксируем у\, это можно сделать Y  способами. Положим /3 = — а ( п  + 1)у\. Имеем
V n i i n f p ” , - —  г —Л  < V  n i i n f p ” , - -------
 ^ ||а(» + 1)г/ + Д||^  >£^ +1)  ^ ||од +
Положим
_  _  А1 9s
а “ 7 _ ё Р ё г
Сумму но у  разобьем на суммы длины Q i, таких сумм будет
Y ( n  + 1)
Q 1
Рассмотрим одну такую сумму.
+ 1.
V  min ( Р п,  ----- 1— ~ ) = У  min ( Р'\ ------
V К у  +  /5 / ^  V 7 у  +  [ЗА
lQi<y<(l+l)Qi 1 y<Q 1 1
где /5i = /3 + /7 Q1. Рассмотрим
w  +  /3i =  G |  +  z | ) !/ +  '3 1 '
где |03| < (1 + \m\)q2. Тогда
, р А\у + [piQi]  + в з у /Qi  + {/5iQi}
ТУ +  Pi  = ------------------------- ~----------------------------- ,
ЦГ1
имеем
E - ( ^ F F a i ) =  £  m m ( F “ 1
y<Qi " " \y\<Q 1/2
где |%)| <7 |?в|д2, В результате,
|ШП Г "  1ь П 1
M<Ql /2
Отсюда
V  V  min (Р '\  —  - i  - )  <  У  ( ^ -  + Л  |т|Рга+1/2 <  Y\m\Pn+l/ ‘2 .
\ \h(n + l ) ( v  — v-i) / VOi /
^  mhl ( Р ” ’ + ^  1т 1р,г+1/2 + <5i 1о§^ 1  <  N ^ " +1/2 •
?/<Y yi<Y
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Тогда
| W f ‘  «  - L p 2* - » / 2 0 , ' | m | p „ + l/2  =  p2k+ l/ij\™ l
s ( 7 ) « p .+A ( И ) * .
7. Д ля оценки
max \ S(t)\
t£E2
воспользуемся леммой 5. В рассматриваемой задаче дня t  G Е2 
/ р п — 1 \ (  Qi если Р 1/4 < д < Р.
min ( Р ,  , q )  = < Р,  «-1И Р  < q < Р п~2 • <  Р.
\ q У (  ^ 1 ,  если Р п~2 < q < Р п~1
Тогда
1 1___
max \S(t)\ <С Р  16сп2 los11 .
tdE  2
8. Выбирая А: = 2&i + 16/?2, получим утверждение теоремы.
З акл ю ч ен и е . В даииой работе ио.нучеиа асимптотическая формула для проблемы 
Вариига с числами специального вида. В главном члене появляется ряд специального 
вида, поведение которого было изучено авторами ранее. Причина появления такого 
ряда представляет интерес и требует дальнейшего исследования.
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WARING’s PROBLEM WITH SPECIAL NATURAL NUMBERS
S.A. Gritsenko, N.N. Motkina
Belgorod State University,
Pobedy St., 85, 308015, Belgorod, Russia, e-mail: Motkina@bsu.edu.ru
Abstract. It is proposed the solution of the variant of Waring’s Problem with given natural 
numbers x such that a < {■r]xn } < b where a and b are arbitrary values of the segment [0,1] and rj 
is quadratical irrational.
Key words: additive problems, Waring’s Problem, number of solutions, asymptotic formula, 
quadratic irrationality.
